
6. Première forforamentale

En dimension supérience
,

il uly a pas une nation de

paramétrisation par longueur d'arc

~ pas de paramétrisation "préferée" .

soit S me hypersurface , PES ,

La première forme fondamentale de S en

p
est

le product scalaire

T SxTpS - IR Cl&(V ,
W)> <rws

po

24

I(v ,w)



On pent décrive la premine forme fondamentale

par rapportà un carte locale :

FiM - S I (dFf)
,
dF()) est un

4 ↓
Xo p product scalare sur IR"

dE: I - T -
l' (Ei

, Ej) = I (dF (Ei) , dF (Ei)) = < dF(Ei) , dF (Ei) >
= dF(Ei)"dF(Ei )

Dona la matrice qui représente la première forme
fondamentale est dFtdFEM/nxn

,

R) .



Rug · I est invariante par isométries

si = AS + c
,

AzOluel)
,
<tR""

,
p :-Aptc

alors [ (vW) = < r
,
WL = <Ar

,
An : ECAr

,
A

TpS E
· si on change de carte locale pour 5,

1

-F

t = dF"dE = [dFF)L = LIL
E---d>pour

# = F . (F" . F) F If
=> dF = dF . (dd E



La première forme fondamentale permet de calculer les

longueurs des courbes contenes daws l'hypersurface :

Soit M :Fel
, 8 = For : [-S ,

I = (to, t . 7
t t

,

3
L (0) = /16'(t) Ildt =frH,'HI[E to

= "[M'(t)
,
eH) dtcalculable dans

-> Sto
(i la carte locale

3
Si y n'est pas contenue dans l'image

~ (t d'une scale carte
,

alors on pent diviser I

en des sons-intervalles
,



On peut alors definir ma distance sur S :

d! SxS-IR -f ·

9

d'p , 97 : inf L(t) ...Vito
,
17-> S

(0 = p , f(1) = qw
E courbe regulière

Rug Evidenment,

dip , 9) L /I p-qll



& definit me structure d'espace métrique sur S :

· d'(P , 9) = d' 9 , p) parc que ,

pour tout - : To ,1] -> S courbe regulira ,
(0) =Pr (1 ) =9 ,

8 (t) = (1 - +) est me courbe ares g(0) :9, 8(1) = P .

· d'(p , 9) : 0 > P
= 9 puisque d'(P19) = Ilp-all

· d'(P ,
2) = inf L(U) E inf (L(2.) + L(r . ))

5 : Prest 5 , iPes 9
Eziquer

E in f((t ,) + MfL(kz)

- 5: preq kiquer-E = d'(P , 9) + d (9 ,
r)

.



On va maintenant étudier las applications - : S
,

-> Sc

qui preservent les distances.
1

Thiorime Scient S S <IR""deux hypersurfans
,

-- (

seit 1 : S-5 me bijection .

Les affirmations suivantes sent équivalentes :

-

i) I lisse et UpES
,
tr

,
weT
,
S

<

I (dy (2)
,
de(vL) = I ( v,

2)

in) 4 lisse et UpeS trcT
,
S

,
E(dy()

,
dyXrL) = I(v ,

-)
(

iii) 4 lisse et Ef : I-> S courbe regaliere ,
((48) : L(t)

iv) Ep , 9. S a(e(P)
,
u(9) = d <p , 9)

On dit alors que y est una isometrie .



Rung
-

os ir) implique que y est un homeomorphisme .

an fait
, 4

est continue :

si pr - p ,
d'[Pn , p) -> 0 , doma d[y(pu) ,

<(p) - 0

=> 11y(42) - y(p)ll ->0 => 4(pn) - 4(p)

et de la même manire c'est continua ·

· i) et ii) impliquent que di est inversible ,
an fait , dy est injective :

-
dy(v) = 0 => 0 = 1 (dy(r)

,
dy(n) = I (v , v)

=>V= 0
=> dy isomorphisme .



Preve :

i) = ii) trivial

ii) = i) : IS(dy(v+h)
,
dy (v +WI) = IS (r +W ,

vew)

->
IS (dy(r) , dy(r)) + Il (dy(w) ,dy (w7) + 2 15 (dy(r) , dy (n))-

Il

= IP(r , w) + I (w ,
) +Il

S
(v , wh

=> IY (dy(r) , dy Crl) = I (v
,
wh

.

in) = ii) Trivial



iii) = ii) Supposons -WETpS +
. 9 .

IldyCll E IS (dy(r)de(r)) + I" (v
,w) = Hull

alors soit Ui(-{ , 2) -> S arec -(0) = p , 8 (0) = v
t

sait f(t) : = STCSIIds ,
I(t) : = (U(y :8) '(s) Il s

-' (0) = 11 5 Co)11 = Url) + Idy (v)Il = 1144 : f) (0) 11 = f (07
et f(0) : I (0) = 0

1

donc f(5) + f (5) pour o proche de 0

=> 4 re preserve pas les longueurs des courbes



iii) => iv) est trivial

Le fait que ir) soit iquivalente à l'me des

autres conditions Cen particulier ,
le fant que e

est lisse) est in theorime difficile

(Théoreine de Myers-Steenrod)

Rug Une courbe regulire 8 : I-RR' parametrie par longuear
d'arc est toujour isométrique à un intervalle de la même

I- 12 - --
longuer .

t <t
,
07



On pant verifier que y est une isometric in cartes :

1

S

>
e

>
S

E IE --EEtip
↑ - ↑

F F 4 . F

mwe J
y isomitrie

# UptS Fr ,weTpS <dy(r) , dy (n)> = < 4,
w >

=> UpcS il existe des cartes F : -S

F : - 5, i e il
,

t
. g .
EXYER"

,

IF [d(Fi y . F) (T
,
d(F . y · F) (x) = l

*

(x,y)



Exemple Scient tr
, 52

: I-> R2 deux courbes
-

regulières parametries par longueur d'ara

Soit E : IxRR -> IR"= IR IR

1Fi(n ,

v) = (5i(4)
,
v)

-......
-

on a

dFi(E1) : (vi'(n)
,
0) IdFi(Ez) = (0

,
1)

Donz

Iti : (10) pour in
L'application y : S1 -Sa

Y (t= (n) ,
v ) = (v2(n)

,
v)

est une isométrie
.



L'énoncé du Theorema Egregium
--
-.

Rappel : on a défini l'opérateur de Weingarten de S

Bp : TpS -> TpS

B
p
(v) = - DwN =-of /N (u(t)

on N : S -> $"est l'application de Gauss

5 (t) courbe regulière contem dons S

5 (0) = p
et 8 (0) = r

Si n = 2
,

la courbure gaussienne de S est la fonction Kis-R
R(p) = det (Bp) (ve dépend pas du choix de N)



TeoremaEgregideGauss U =I

Scient Set 5 deux surfaces dans IR"
,
it

soient K : S-IR
,
R : 5-> IR les courbures ganssieures.

S'il esiste une isometric y : S -
S'

.

1

alors R - y = R .

"La courbure gaussienre est un invariant par

isométries intrinsèques"



Exemple Scient tr
, 52

: I-> R2 deux courbes
-

regulières parametries par longueur d'ara

Soit E : IxRR -> IR"= IR IR

1Fi(n ,

v) = (5i(4)
,
v)

-......
-

on a

dFi(E1) : (vi'(n)
,
0) IdFi(Ez) = (0

,
1)

Donz

Iti : (10) pour in
L'application y : S1 -Sa

Y (t= (n) ,
v ) = (v2(n)

,
v)

est une isométrie
.



Dans cet exemple ,

N
.
(n

,2) = (
,ti d #B(Ex) = - dF 8 N(4 ,v) =

=

- dF ( ..., ) = - ( ...) Es

B (Ez) = - dF (pfN (4 , u) = - dF (0) = 0C Cela ne depend

Done B = )* => defBio 2 pasdachi
e


