
↑Seconde forme fondamentale

Soit SCIR" hypersurface orientable

Rappel : la première forma fondamentale est le product scalaire

I : TpSxTpS - IR

I (v
,
w) = < V

,
W >

On va maintenant introdure la denxiie forme fondamentale
: TpSxTpS - IR

Elle sera une forme bilinéaire symétrique ,
mais en general pas

définie positive .



Soit PES et scient V
,
N deux champs recteurs tangents

sur un voisinage UCS de p.

On definit : DeW : = f
+-

W ( +(+

-
wpour V : -S ,

2)- S -Ecourbe regulière , f(0) : p , 8 (0) = V(p) -p-
comme pour l dif de B

, DrW re dépend que de la valeur

de Var point P :
DrW =ADWo FI(y(t) = decop(WoF) (n'e

et D
,
KHzVW = A

, Dr W +
2 Dr
,

W



Maintenant
,
en décompose seconde form
- fondamentaleC

D
.
W = P,W + #CV

,
WIN

u - ↑
-TpS eTpSt dramp recteu

normal untain

Donn ICU
,
W) = < DrW ,

N >
.

Si l'on change d'orientation per S ,

N charge de sign
et dows I change de sign.



Lemme ICV ,W) ne dépend que des valeurs de V et Wen P
,

of I definit me form bilinaire symétrique sur TpS .

Preve : · On a dejà un que ,

si V
i (p) = V2(p) ,

alors (DrW)(p) = <Dr
,

W) (p)
,

1

done I CV
,
W) = 1 /V2

.

W) es p .

· Il fant montrer que , si Wi /p) = W2(p)
,

alors #(V
,
Wal : /V,

Wil
er P

On montre que ,
si WIPT = 0

,
alors #(V

,W) = 0 en p .

On part écrire WIF() = dE(Wo(x)=E fi(x) dE (E
m

E fil) E i avec filto) = 0 Ti



Donc
= Da W

,

N = #(
+i 0

W(r(+7
,
NGColk

-.. (fi(n(t) dFm(t) (Ei) N(w(0))

-EfiltonAldFy(t) (Ei).
= 0

+ EOfi <ton < dFx(Ei) ,
Nx o

m
v=m(0)

= O



· Cela montre inmédiatement que I est bilinécine ,

para que Da
." + 1 ,V

W = &
, Du
,

N + d Dr
,

W

et < Dr(MWetMeWad ,

N> = Ma < DrWn ,
Na +Mi DrWz

,

N

· Pour montrer la symitrie ,
il suffit de montrer que

Fijz31-- .
23 ICdF(Ei)

,
dF (Ei)) : I (dF(Ei), dF(Ei))

Mais :

4/t) : to + tE ,
-L

PdFCE) dF (Ei) = AdFmt (Ei) =f OFCylt) =ALTE
=> DaF(Ei) dF(Ei) = DdFLE,)

&F(Ei) par le Leune de Schwarz . Il



Rélation avec l'opérateur de Weingarten :

Scient V
,
W champs recteurs tangents -> <W

,
NC = 0

Dove < WICH)
,
N(r(+> > = O [5(0) = P , 8 () = V(p)

=> o= ..W (r(t)
,
N((+1) =

<Aw(r)+) , N(p) < + < W(p),
..

N((t >

- B(v)
= < DrW

,
Nc + < W

,
DuN >

= ICV
, w) - < W , B(VK

/anatronee=>I(V , W) = I (B(v)
,

wh



En particulier , Best symétrique par rapport a I :

I (BCV)
,

W) = # (V , W) = 1 (W
,
2) : I (V, B(W))

Donc B :T
,S-TpS est diagonalisable en tout point PES

B <pi - (d . 1)

.... (
du(p)

Les valeurs propres de B sont appelées courbures principales .



On definit :

· la courbure moyenne H : S-IR come H(p) = tr B(p)
= di(p)+.. - + dn(p)

· la courbure de Gauss-Kronecker K : S-IR come R(p) = det B(p)
Con courbure ganssienre si n= 2) = d(p) --xn(p)

· un point umbilical est un point pos tel que
B(p) = d idips

,

XEIR
.

Le sont tous des invariants par isométrie :
si 3 = AS + c

,
AtSO(n + 1)

,
ctIR

+

alows H ~ (Ap + c) = Hg(p) , et cetera .S



Interpretationgemitrique la seconds formeforamentale

Soit ScI"* hypersurface , peS.
Soit VETpS unitaire of coit P = p +

Ret (V(p)
,
N(p)

1N(p)

-
P

I>
Soit y

la courbe SNI,
-VIp) parametrée par longueur d'arc .
&-L I
u Come y cP ,

Ik(p)N(p)

(D6. 5 ) (0) = " (0) t Po : Vect (V(p7
,
N(p)7

etef
" (0)

,
L' (0) = 0

Done (I (V(p7 .V(p7) 1 = kj (P) courbure de f

(Dans ce cas
, (TG .%(p) =0 >



de plus , I (V/p)
,
V(p) = < "(0)

, N(p) >

est positif si 8 " (0) = N(p) , d> 0
,

négatif si 8 " (0) = & N(p) , & <O

-N(p)

W NI ->Il Il-(p) Po e r(p) Po

# (v
,
V) >0 er p I (V

,
V) < 0 en p. .



En général , pour U : I- SCI""courbe regulière ,

parmétrée par languar d'are ,

la courbure normale de 7 un f(0) est la quantità
< # (U' (0) , 0 (3)

,

N(U(0))>

Forèmeda Mensmier (17767

Si deux courbes 51
,
52 : I S out le mire rester tangent

en pc 51 (0)= U2(0) ,
alors elles out la même courbure normale emp .

Pure : # (VIP)
,
WIp) ne depend que des

IEt valeurs de V et W en p .



Exemple supposons S = graphe (f :2 -> IR) , ares dfx = 0 ,--

-Tes
On utilise la carte

P
·

F (X, ..., n) =

↳ IR
U = (X1

,
-- ,

Xn
,
f(x- - ,Xn))

Alors dF (Ei) = Ce .... 1 ,
-- ,, L est la bass de TpS

En to ,
dF (Ei) = (0

, - 2, -- 0 ,
0)
↑
dfx = 0

.



La première forme fondamentale par rapport i l ban standard

isti

IP (Ei
,
Ei) = <dF(Eil

, dF(Ei) = 1 +(2

IT (Ei
, Ei) = < dF(Ei) , dF(E, =O .O in
ci

="i) + (*) ( = id + df: af(
en Xo

,

IP (Ei
,
Ei) = diT



Le recteur normal est :

N =
e
....
Il
-

Il e .... .

Il

pars que = N
,
dF (Ei)> = 0 VieS1-- ,

23

et <N
,
N) = 1

En particulier , en 50
,

N(Xo) = (0
,
--

1
0

,
13



La seconde forme fondamentale en 70 est :

IP)Ei
,
Ej) = 2Daf(Eil dF (Ej7 N(Xo) >

I

= (0
..., 00fox) , 10 ..., 0 ,

173 : ti
Danz I [xo] = Hessf (x0)

.

Si I est définie positive (végative) , alors S est

convexe (concave) par rapport à N dans un petit

voisinage de
pr



On pent aussi calculer B(p) directement :

N =
e
....
Il
-

Il e .... .

Il

N (xo) = (p
,
--

,
0

,
1)

Alors By (Ei) =-O = ( exi, ... i , d

ofo--xn
Donc (p = ( i

(xol

&i Hessf(x0) .

.f c) e so


