
8. conrexionset gedésiques

Rappelous que , pour SCIR" hypersurface ,
V

,
W champs

recteurs tangents ,
N champ recteur normal unitaire,
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,
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7 West appelée convezion de Lui. Civita de S
.

On a déjà un que T,W ne dépend que de la valeur

de V en p , prisque DvW ne dépend que de V(p)
,

mais elle dépend de W an voisinage de p.



Elle a les propriétés sivantes : ~ linearité en V-
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= aff(w(+ 1) W (r(0) + f(2 (0) fkWCrCt = f(D-WI+ (Duf Wun(
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5) Wi
,
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,
)
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A sans torsion

an fait
,
on a dejà va que

DaFCE .) &F (E i ) :AE= 2 DOREdF (Ei)

compatibilità6)
DrW,Wa = <MeW

,
Wi + W

,TW2 >E aver la première
an fart

, D-TW ,Wi:=f< W ,
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,
WeCrItlis =

forme fondamentee

= E=
-
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Une application T : TpSx /5) -> *(S)

-(s) = Schamps recteurs tangents a S3

qui satisfait 1-2-3-4 est appelée connexion sur S .

Si elle satisfait aussi 5-6
,
elle est appelée

connection de Levi-Civita de S.

On verra que
la connexion de levi-Civita est unique



Une conrexien est uniquement determinée par TdF(Ei)dF(E; ) :

Si V-EdidF(Ei) , WitMidF(Ei), os
1 +23 U

↓
T
,
W = TEdidE(EiL h = I di Tar(Ei) h I

i= 1

I E · dF(E
i
) : LE di Talenti . Me E di. LaF(Ei(MjdF(E)i= 1 i=1

4) n

I Z di (Ou dF(Ei + MiTdF (Ei) dF(t)
i,f = 1



Or ecrit
TdFLEi) dF(Ex = * NO dFCE

-
symbols de Christoffel

les symboles de Christoffel determinent la conresion ,

si V = EdidF(Ei)
, WitMjdFCE!iz1

DnW =
E di (Omi dF(Ei)+ T dFLE )



Proposition (la convezion de Levi. Civita est unique7
1 M

Scient S
.

5 deax hypersurfaces et y : S - S me isometrie
-

Soit T Cresp. E7) me conneton de Levi-Civita de S (resp . 3) .

Alors FV
,
W champs recteurs sur S

*dycrydy[W) = da [TW) .

Donc a posteriori , en appliquant la proposition a

id : 5 -> S
,

La connetion de Luci-Civita est unique



Preve : Seit Fil -UCS un carte locale
.

-

On montrera que T est uniquement determinée par les

coefficients de IP
.

On pose . pour i , jt31 ,
m ,
43

, T . Ej
: =

dF(Ei)
&F(E;7

Voyens nos hypothises :
k

5) T Ej: De . Es #>Ej ,k Tk -TiEr I

6) D ICEi
, Ej) : I (MepEi ,Ej) + I (Ei ,De E

. L
Eh h I

But : determiner Te .
E i en fonction de I



On calcule :

Dei I(Ej , Ek) + De; Flei , Eh)
- Der FCEi ,Ei

-·: (I (4z: E,, Ek) + I (Ej , Te: EhL)
+ (I (Te - Ei

,
Er) + I (Ei, Ek)

I

TerEi , Eil + I (Ei ,Tril-(I(-
·2 . Il Te: Ej , Ekl

Dona Te. Ej
est determine uniquement par la condition

I (DeiEj
,

EkL= Dei I(Ej , ER) + Dei F(Ei , Eh)]I
ER
F (Ei

,

Ei T ↳

(Ei
,
Ei

- D



Def Soit 8 : I-SCIR""me courbe regulive dans S .

· la courbure gédérique de U est ki : = 1) Tr( 5' (t) II .

· ↓ est me geodésique si VtcI TjcHU'(H) = 0 .

Equivalenment , la condition est

8"(t)
= Dj'ch d'(t) E Tre St .

Rug Cette condition implique que 2 ,

si elle n'est pas constante,

est paramétre par un multiple de la longueur d'arci

a 16 (H ,
5'(+ ) = 2 < 8"(t) , U'(t > 0

donc 118'(t]l) est constante .



Exemple La courbe the (cost , sint , o

est un giodésique de $3 :

↓ "(t) = /-cost , -sint ,0 = - r(t) = - N(t)
H

------
..

-
-

> La courbure normale vant - 1.
(Trix $3

+

En appliquant des isomitries , on voit que tent

"grand cerc" (e . g. C : $"no ,
I plan linéaire)d

est une giodésique .


