
Géodésiques

Rappel : te courbe UiInS
,

SCIR" hypersurface
,

est sue géodésique si la = /I T L'll = 0 .

Cette condition est équivalente à c que

↓"(t) + Tritat ↓ E



Thore Soit V : I = [0
,

to]- S ne courbe regaliere
-

parametrie par longueur d'are telle que d(6(0)
,
6 (to)) : to

Alons y est une gédésique Ce .g . 2 minimise la distance)

Preve Soit T : Ix(-2
,
3) - S lisse telle que-i

· N(t
,
0) = b(t)

· > Us(t) : = T (+, s) est un courbe regulière

· T(0
,

s = j (0) et P(t , s]
= Ultob fStf- 2

,

3)

·
s



Come minimise la longueur,
to

I· ... (rs) = /. S visit at

- /
..

ri
,
wilt
de

= AdddT2t,Si tE↓

to

= S < afls
..

of Nit ,s, f8(t) > dt = O parce que
O ·f)

.

T10,5o

= Sto /T[+, 3) , ff(t a
= -

T(+0
,

5) = 0-
= Stod2)+ (+, s), Ulti dt-I /5 (+ ,3),E f(t) dt



- It V(0(t)) , X r (HU'(t)

iPTpeds(t)f(t)
où V((t) : = /(+, .
Maintenent

. Tr(t)8'(t) = 0 parce que simon on curait
, pour

· f : I-RR me fonction lisse avec f(0) :f (to) = 0
, flco,to 0

,

· T(t
,
5) lisse telle que

(s
=

N(t
,
s) = V(w(t)) = f(t) -(t)6'(t) ,



( V (0(t)
,
4x(hw'( + ) <d + = f (t Il rich Wilt) Ild

it donc on obtiendrait un contradiction .

Rug La prece n'a pas vaniment utilisé que t
-

minimise la longueur , mais seulement que

s
=

(t) = 0

pour tate
variation Us = 4): s) .



Rug i Les gédésiques en general ne minimisent pas
-

les longueurs ,

mais elles las minimisent realment

localement .

Ex In grand cerde 8 : [a , b) -> $2-

i"i 8(t) : (cost , sint , oh

re réalise pas la distance d(fla)
, f(b)

si b-a > T
.



Mantement
,
ai S est me face (n = 2) eventie , on pent

amilerer la definition de courbure gedésique.

Soit N champ recteur normal mitare a S.

soit 8 : I-S courbe regulièra , parametron par longueur d'arc -

On définit la valeur algibrique de la courbure gédésique
comme

Kf(t) := /Wh ! N(HU(t) <



observous que N (t) U'(t) est In recteur tangent i S

Cortogonal a N) , orthogonal = S' (t)
,
unitwire

.

&ancoli i Rug Si z on S

r'(HN)t)> changent d'enventation ,-E
-

·

f(t)
alors Ry charge de sign

Dome Kf(t) = /Wh ! N(HU(t) <
= = "(t)

,
N(HUCt

if My(t) W (t) = Ku(t) (N(t) ( 6'(t)



particulier: S = IR2

Considérous le cas S = 3 (x
, y ,
0) /(, 3) - /R23a/R3

mumi de l'aientation N = (0
.
0

,
1)

.

Soit 8 : 50 , to] - IR" courbe lisse
, par longueur d'ara

sait 5 : [0
,
t] -> IR

-- ~ma fonction "angle' continue
-
f(t)

18
--

tell que y'(H) = (cos5(ti) E c + (sin &(t) Ez

C 5 est rurque quitte à la remplacer par 8 + Ink , RETL]



Alors on a

N E '(t) = (- cosf(t))E
,
+ (sim5(H) Er

↓ "(t) = - cos(t) &'CHE , + sm(t)
&'CH EL

= G'(t) (NEG'(t)

donz Ky(t) = G'(t)

Ex Si U = (cost ,
sit

,
03

,
img = $1

,

↓
'

= (-sint
,
cost

,

03 = cos( E +t) E, + sin (= + t) Er

=> 8 = E + + ( + 24k)

=> Ky =1



Soit maintenant 6 : [0 ,
t] - IR" courbe fermie lisse

r(0) = f(to)

et eim (t) = Son f((t)
tot +-t -

- o
simple Cr injective) non-simple

--



Dans ce cas
,
8 : [0

,
50] -> IR a la propreté que

5 (to) - 5 (07 E InTL

On a dome
indice de y

to - ind (7)(Rv(t)d+ = f (t)dt = (to) - (d L

&

R Si T : [o , t] x 50 , 1]- I lisse
--

5s(t) : = M (t
,
3) courbe fermie lisse Usc[o

.

1]
,

alors ind (50] : ind (51) -topielis e

An fat
,

ind (ts) vane continuiment par rapport a S

=> localement constant -> constant



Theerime Si y est me courbe simple fermie dons IR
:

parcourne contre
le ses de l'horloge,

alers ind(r) = 25 .

I- e

Preve : Par le théorime de Jordan -Schonfliss , il existe

une isotopie lisse entre 7 et le cercle

20 (+) = (cost ,
sort)

.

2t

Dowc ind (2) = ind (50) = di = ItSo



:2.(Of=
m (20) = 0



Si la courbs I est simple at tepar morceaux

i. e . il existent 04 to < t, .. <El tels que

WIsti
,

titi
Iti

,
titis -> IR2 est lisse

,

et him 5'(t)
tetit esistent

,

↑
tu e !

Alers on a la Formule
-

l↳ [R(t) + E(π-0i) = 21toitme o i I i = 0

- T-0 ;.......
*
(
A-> m

r(ti) angles extérieurs



An fait , our chaque [ti
,
titi] on pent prendre une

fonction angle & : [ti
,
titi) -> &R

,
et St,+ d+ = (tini)-Sti

Sur les angles
,

on pent approximer a par un courbe
lisse i

T &

E

- -fo -

n

Don 2+ = Md(5) =J = (ti(titi) -Gi(ti)+ (n-O
i= 0

0

: fastid++E (n-Pi) = Soldt + (T.e



Exemple
-

m

lz Oz
er

10 ,

Or
Re

La formule nous donne :

2π = S k + (π - 0 , ) + (π- 02) + (n - 02) = 35 - (0 ,
+ 82 +Pa)-e

, vluls

=> 0
,
+ 0

2
+ 03 = π

.


