
1. Preuve de la form locale de Gauss-Bonnet

But : mentrer la form locale de Gauss . Bonnet

Théorima (Gauss-Bouret
,
forme locale)

-

Soit SCIR une surface orientée
,

et soit RCS ouvert

contenu dans l'image d'une carte
,

tel que &R = J est

we courbe simple farmée lise par morceux . Alors

SR + ( + ( - 0 : ) = 25

R -

↑ &
angles calculés

par
ac1y contra

le sers de l'horloge dans 22
rapport à I

N normal unitaire compatible



Tout d'abord
,

il fant construir , pour &o ,
une base orthonormée

qui dépend de manière lisse do p .

On applique Gram-Schmidt a 3 S :

ax)& (e(x)) : =
11E(x)Il

= Ee I
= (E)

2(t(x)) : = &v(x)
- x Ev(x)

,
En ((21)> En (E(x)

-2 -

1) Er(x) - x Er(x)
,
En (E(r)) > En (E(7)I

Si E est une carte compatible avec l'orientation de S

Li . e .
3En

,
Er

.
N3 est une base positive)

,

alors
n
,
S2

,
N) est una base

orthonormée positive.



Maintenant
,
sit 2 : [0

,

to] -S parametrication par longueur

d'are
,
lisse par morceaux ,

J 10) = y' (to) En20
.

Soit 8 : 50 , to] - IR "fonction angle" continue

telle que y'(t) = cost(t) &(2) + sin (t) Ec(U (t))

Comme dans le cas de IR2
,
Gest unique modulo 25TL

et
,
si y est lisse,

& (to) - G(0) + 2 T
.

to
"

1
.

(sids



Exactement comme pour
2

,
· si y courbe simple fermés lisse

,
(to)-5(0) = In

(preuve : isotopie lisse entre y et le cerche

· si & courbe simple fermée lisse par morecant ,

( (to) - ((0) + (a- 0i) = 25

D ti)

on
i

angle entre lin r'st )
on 0= t+ t,

- itlintitw(t)
D



or
, 8 (t) = Cos(t)E . (t) + sin(t)En(t) (= (H)

N (' (t) = Cos(t) No)* En(t) + sin(t(N)* Ec(t)
ult)

= cost(t)Ez (t) - sinG(t) En (t)

t
NE = Ez

N S
,
= - E

>

↓
" (t) = - (sinG(t))8'(t) E< (t) + cos(t) E, (t)

+ (Cos5(t))8' (t) E< (t) + sinG(t) E' (t)

= 5'(+ )(N 8' (t) + Cos(t) E
,
'(t) + sinG(t) E' (t)

f(t)



Donz

kf(t) = x y" (H) , Nys' CH) >

= G'(t) + <Cos(t)En(t) - sinG(H) & (t) , Cos(t)E' (t) + SinG
(> Ec (A >

= 8'(t) + Cos25(t) e E
,
(t)

,
En (H) > - sin(t)< (t)

,
&L'Etk

-
sind(Cos(t) E' (1) + sind(cosCH) = En()

,
2 CH >-

= G'(t) - < E
,
(t)

,
Ei (+)

↑
< si (t)

,
Si(t) = 1 => < 5: (t)

,
E: (t) = 0

- s , (t)
,
32(t)) = 0 = &(t) , 9! (H)) + 15,(H& (H)) = 0



On a alors

to to

I Krisids = Sosids-Sa (s7 ,
<Sids

O O

= 2+
-
( - 0i)- (s7

,
en (sds

=> (2(s7 ,
22 (s7 > ds + 10 + (a - 0:) = 25

j
S
-

↑ il reste à montrer que a
term

est = Spk



On va le récrim de manire différente. Soit y(t) = (u(H)
,
r(H)

to to

(<- (f(7) ,22 (8(s7) > ds = < 3, ) st), (U(s) (s) +0((strici sI Uh
O *

to

= (L( E ((s) ,
(En((s(7 >In Cs S ds

O
+ [x , (v(s))

,
(E) (2(s77 >JNYS]

= ((pn + Qw) (ds
↑ pi = < & (r(st)

,
(Ecn((sc

Q : = <E(U(s))
,
(E)(x(s77c



Théorèmede Green

Si f est una courbe simple fermée dans R
, parcourne

contro

le sens de l'horloge U est la rigion bornée ares &U : 5 .

-

P
.
0 :-R I sur 1

,
avec U <,

Spdx + ady = SCRu-Puldudo

-

= ((n(s , v (s))n'(s) + Q((s) ,(s))w(s)ds
-

f(s) = (n(s) , v(s))



Rung Le théorèns de Green est équivalent an thronim de la
--

divergence : si X ast m champ recteur sur

Sdox = SEX ,

n

21->h

J JO

Por X = (L ,M) , n(s) = (v (s) ,
- ri(s)7

(Chn + Mr)dude = She- Mul
Si l'on post X = (2

,
17 = (Q

,

-P7
,

on obtient

/San-Pridede = Spn' + pol



Pour terminer la preuve de la forma locale de Gauss-Bouret
,

il suffit alors de montrer quei

Qu - Pw =kF2

On aura dons (U =E (R)

En Brisds = S(On-Prideder = REdude =:I
U

So
et danz

(R + 10 + CA-oi)=



↑
on va considerer laPour montrer Qu-Pw = R EG-F2

I

quantité suivante :
NEN

,

N >

Remarque déjà montra

~
< NEN

,

N>= In
,

No

= RIN
,

NC

->
E carte compatible =<N ,

N >

area Ilarientation
= Il = -F2

i. e . En
,

Er
, N)

est positiva.



Il fant donc mentrer que

< NaNv
,

N > = Qu- Pr

Qu - Pr = = (121 ,E, ) - 5
,
8

= < (9n(n
,

(3c(n) + bar >

- x (2,(v
,
(2)2) - < En

,

(Sulnw]-
= = (917n

,

(Ecle > - < (E)w
,
(E27n>



Maintenant
,

((1)
=

= 1 -)(z + 2(Ein
,

N > N

(E 1 (v = ( .. ) (2 + (1)
,

N > N

< NaN
,

N> = < NuNw
,

E, > (2 n
= . - (En +En

,

>N

(2) v = 2 . . . > 31 + (2)
,

N>N

= det (Nu
,
No

,

E,E

↑
= Nu

,

E, Nu
,
E - Nu

,
En Nw

,
se >~= < N

,
(1) n > >N

,
(32)> - < N

,

(E (r>< N
,
(E) >U

&

dans la base = = (1)n
,

(32) > - <(n]
,

<32>n > <

3 En
,
Es

,
EEn ? & = Qu - Pv #

de (N .

~
. (8)

ne = e ->
( < (i) n

,

N) = - <Si
,

Nu >
-

& < (Ei(v ,> = - Ei
,

No


